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Abstract: Taking an odd increasing Lipschitz-continuous function with
polynomial growth 3, an odd Lipschitz-continuous and bounded function
¢ verifying sgn(z)¢(x) > 0 and a parameter a € [1/2,1], we consider the
(nonlinear) stochastic differential system :

X; :XO—I—Bt—I—a/Otgb*vs(Xs)ds— (l—a)/otﬁ*us(Xs)ds
(E) . .
Vi=Yo+ Bt (1=a) [ oxu(V)ds —a [ Gxv(V)ds

P(X; € dr) = uy(x)dr and TP(Y; € dz) = vy(x)dx,

where 8 * uy(x) = [ B(x — y)u(y)dy, (By, t > 0) and (B, t > 0) are
independent Brownian motions. We show that Eq. (£) admits a stationary
probability measure, and, under some additional conditions, that (X;,Y;)
converges in distribution to this invariant measure. Moreover we investigate
the link between Eq. (F) and the associated system of particles.
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INTRODUCTION

Soient 3 : IR — IR une fonction continue impaire et croissante, ¢ : IR — IR
une fonction continue impaire et bornée, (B;)¢>o et (Bt)tzo deux mouvements
browniens indépendants tels que By = By = 0 et une constante 1 /2<a<1.
Nous nous intéressons alors au systeme d’équations suivant :

X, :XO—I—Bt—I—a/Otgb*vs(Xs)ds— (l—a)/otﬁ*uS(Xs)ds
(E) , .
Yi=Yo+Bi+(1-a) [ ¢ru(Y)ds—a [ fru(V)ds

P(X; € dz) = u(x)dx et TP(Y; € dz) = vy(x)dz,



ou le produit de convolution est défini de la maniere suivante

Brule) = [ Ble = y)uly)dy.

Dans le systeme (E), nous avons en fait quatre inconnues : les proces-
sus stochastiques X; et Y; et leurs densités uy(x) et v(x). Les équations
sont donc non-linéaires et ne peuvent étre traitées a l'aide de résultats
généraux concernant les équations différentielles stochastiques a coefficients
lipschitziens. Le systeme (E) peut également s’écrire sous la forme du
systeme d’équations différentielles stochastiques suivant

t
Xi=Xo+ B, — /0 r1(s, X,)ds
(E") \
Y, =Yo+ B — / ra(s, Ys)ds
0

ri(s,x) = E[(1 - a)f(r — X,) — ap(z = Ys)],

ra(s,z) = Elaf(z = Y;) — (1 — a)d(z — X,)].

Les deux processus aléatoires qui forment la solution de ce systéme sont
bien sur indépendants, puisque la position de X; (respectivement de Y;) ne
dépend que de la loi de Y (X).

De telles E.D.S. ont déja été étudiées en détail dans le cas de ’équation
suivante:

]_ t
X, = Xo+ B, — 5/ b(s, X,)ds,
0

avec b(s,z) = IE[3(z—X;)]. L'existence et I'unicité d'une telle solution faible
a fait Uobjet, en effet, de plusieurs études: Funaki [8], Benachour, Roynette,
Talay et Vallois [4], en particulier, ont établi des résultats pour diverses fonc-
tions . Deaconu et Wantz [6] ont étudié ce processus dans le cas particulier
ou il se réfléchit sur les bords d’un intervalle. De plus, Benachour, Roynette
et Vallois [5] ont décrit le comportement asymptotique de la solution X;
lorsque ¢t — oco. Leurs principales hypotheses sont: la fonction § est crois-
sante, impaire, localement lipschitzienne et a croissance polynomiale. Ainsi
’équation consiste en un processus non-convergent (mouvement Brownien)
perturbé par une dérive non linéaire et non bornée. Tamura [13],[14] a con-
sidéré un probleme quelque peu similaire : il a considéré le comportement



d’un processus convergent a 'infini (le processus d’Ornstein-Uhlenbeck) per-
turbé par une dérive bornée.

La nouveauté de (E) réside dans la présence d’un systéme d’équations
couplées. Celui-ci nous provient de la propagation du chaos dans un systeme
de particules

1,Nn 2,Nn Nn,Nn 1,Mn My, Mn
(Xt aXt 7)"'9 t7 7aY;€ 7"')Y;€ ' 7)

(N,, et M, sont, ici, deux suites d’entiers tendant vers l'infini quand n — o0)
dont les particules sont de deux natures différentes X et Y. L’interaction en-
tre les particules est la suivante : deux particules de méme nature s’attirent
et deux particules de nature différente se repoussent.

Nous nous intéresserons donc au systeme de particules suivant (F) et a sa
convergence quand le nombre de particules tend vers I'infini:

i i i 1 t Jn ; :
XtvN’rL e XO + Bt - m\/o‘ Z/@(X;Nn _ Xg’Nn)dS
1 S i, N ke, M
+W/ > XT =Y, 1< i <N,
(F) n + n J0 =1 Ny
. . ~ . 1 t n ) '
KZ,MTL = }/E)Z + BZ’ — m‘/o Zﬂ(}/;l,Mn . }/Sj’Mn)dS
1 LD il kN .
N fy 2 A = XPN s, 1<i < M,
" n oY k=1

ot (B},..,BN") et (B},.., BM") sont deux mouvements browniens, de di-
mension N, et M, indépendants.

Cette étude décrivant le systeme de processus autostabilisants non linéaires
est découpée en deux parties, la premiere est consacrée a I’'étude du systeme
(E), la seconde a celle du systeme (F). Le plan est alors construit comme
suit :

Dans une premiere section, nous exposerons toutes les conditions imposées
sur les fonctions (et ¢ qui seront, sans doute, loin d’étre optimales. Nous
supposerons, entre autres, que [ est une fonction continue croissante a crois-
sance polynomiale et impaire, et que ¢ est impaire Lipschitzienne et bornée.
Nous commencerons alors, dans une seconde section, par étudier le systeme
(E), c’est-a-dire l'existence et l'unicité d’une solution. La preuve de ce
résultat n’exigera que la bornitude de certains moments de X, et de Y.



Puis nous étudierons 'existence et 'unicité d’une distribution stationnaire,
c’est-a-dire une solution (u(z)dz,v(x)dzr) au systeme

554 — agp (¢ v)ul + (1= ) Z[(5 + wu] = 0,

L2~ (1— @) &[0 u] + a2 [(3 + v)e] =0,

Pour démontrer I'existence il nous suffit de supposer que (3 est une fonction
convexe sur IR, par contre, pour I'unicité nous sommes amenés a considérer
que [ se décompose de la maniere suivante

Bx) = Po(x) + ax

olt By € C*(IR) est une fonction impaire croissante convexe telle que 3'(0) =
0, lim,_,o+ @ < 00, et a > 0 assez grand. De plus, si (y croit plus vite
que |z|” pour p > 1 et si ¢ est concave, alors nous montrerons dans la
section suivante que la solution (Xj,Y;) converge en loi lorsque le temps
tend vers 'infini vers (u(z)dz,v(z)dx). Pour clore I’étude du systeme (E),
nous verrons que, pour a # 1/2, les densités u et v des lois stationnaires sont
clairement distinctes et nous donnerons également une vitesse de séparation
des lois de X; et de Y; au voisinage de l'origine, lorsque X, et Y, ont la
méme loi.

Enfin, dans une seconde partie, nous verrons qu’il y a propagation du chaos
dans le systeme & infinité de particules (F) : c’est-a-dire que la suite de
mesures empiriques

1 1 &
définie sur C([0,77]), T fixé, converge en loi quand n tend vers l'infini, vers
une mesure déterministe p ® v, ou py(dx) = uy(x)dx et v (de) = vy(x)dx (u
et v étant les densités du couple solution du systéme (E)). Ceci permettra
donc d’approcher la loi de la solution du systeme (E) en simulant des par-
ticules, solutions du systeme (F). Nous donnerons, pour finir, une inégalité
de concentration pour la loi des particules. Cette inégalité provient de la
théorie développée autour de I'inégalité de Sobolev logarithmique (voir, par
exemple [1] et [9]). Nous montrerons en particulier qu'il existe une constante
K1 > 0 telle que, pour toute fonction lipschitzienne vérifiant

inf{M > 0; Vz,y € R, | f(z) - f(y)| < Mz —yl} < 1,
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nous avons

upP (|- 5% O = [ ppunty] = v/ 5E) < 2exp Do
ot | |, 2 /G | F)uly)dy) > N, ) S2ee -

pour tout r > 0, ott Cp = (e1?l=T — 1) /||¢/||o et uy(z)dz est la loi de X,
solution de I’équation (E). De méme,

1 - i,M, Kt M,r
IP JE— i/ ek I > . < _
ilglflp) < Wi E f( t ) / f(y)Ut(y)dy‘ >+ \/ Mn> < 2exp ACT

2

n =1

ot v;(x)dx est la loi de Y; solution de (E).

1. ETUDE DU SYSTEME (E)

1.1. Préliminaires

Voici tout d’abord quelques hypotheses dont on se servira tout au long de
cette étude.

e Les hypotheses concernant la fonction § qui caractérise le phénomene

d’attraction dans le systeme de particules (F) :

La fonction #: IR — IR est continue, croissante, impaire et a crois-
sance polynomiale. De plus, il existe 51 > 0, p € IR, ¢ >0, C' > 0 et
r € IN* tels que :

B(z) = B(y) = Bi(x —y) + fo, pour tout = >y, (1)
1B(x) = Bl < v —yllc+ [2|]" + |y["), pourz € R, et y € R, (2)
B(z)| < C(L+z*?), 2¢>r+1. (3)

Comme la fonction 3 est impaire, 'attraction entre deux particules ne
dépend que de la distance entre ces particules. Par ailleurs, la fonction
est a croissance polynomiale ce qui signifie que I'attraction augmente
lorsque les particules s’éloignent I'une de 'autre.

Les hypotheses concernant la fonction ¢ qui caractérise le phénomene
de repulsion dans le systéeme de particules (F):

La fonction ¢ : IR — IR est lipschitzienne de parametre K > 0, bornée
par My > 0 et impaire, telle que sgn(z)¢(z) > 0. La repulsion entre
les particules est donc bornée de sorte que le systeme de particules
n’explose pas. Par ailleurs, comme pour I'attraction, la repulsion entre
deux particules ne dépend que de la distance entre ces particules.



1.2 Existence et unicité des solutions du systéeme (E)

Cette section a pour but de montrer 'existence et 'unicité d’une solution
du systeme (E), qui n’est pas évidente a priori, puisque la différentielle de
X; dépend de la position de X; mais aussi de la loi de Y; et réciproquement.
On utilisera donc une méthode de point fixe pour déterminer une solution.
Le résultat principal de cette partie est contenu dans le théoreme suivant :

Théoreme 1 Soient Xy et Yy, deux variables aléatoires de lois symétriques,
telles aue ]E[X2(TJrl ] < oo et ]E[Y2(T+1) | < 0co. On suppose, de plus que
B> K oul/2 <a<1. Lesysteme (E) admet alors une unique solution
forte.

X, = X0+Bt+a// X, — 2, (w)dzds
1—a// us(z)dxds
(4)
Y, = Yo+Bt+ l—a// Y, — z)us(x)dxds
—a//ﬁ (z)dzds,

oti By et B, sont deur mouvements browniens indépendants et uy(x)dx (re-
spectivement vy(x)dx) est la loi de X, (resp. V).

Pour pouvoir démontrer ce résultat, on a besoin d’introduire certains espaces
fonctionnels.

1) On note Az l'ensemble des fonctions b : [0,7] x R — IR telles que z —
b(t,z) est croissante et b(t,.) est localement lipschitzienne, uniformément
par rapport a t € [0, 77,

b(t,2) — b(t, )| < ol — ], pourja] <n, |yl <n, te0,T],
b(t,x)—b(t,y) > (1—a)bi(zr—y)+(1—a)By, pourz>yet t€0,T]. (5)

Ces fonctions vérifient de plus

|b(t, z)|
bllr = sup sup ——=
ol tel0,7] zeR 1 + |x|2a



Ar est muni de la norme ||.||r.

2) Soit E I'ensemble des fonctions b : [0, 7] x R — IR globalement lipschitzi-
ennes et bornées par aM.

Cet espace est muni de la norme

[blloc = sup [b(t, z)|.
te[0, 7] z€eR

3) On notera enfin Fir = Ayp X Ay x E' X E muni de la norme

2 4
Il = > bl + 3 l1billoe,
i=1 =3
Ol\l é - (bh b27 b37 b4)

En plus de tous ces espaces fonctionnels on va utiliser la transformation
I' : Fr — Fr définie par ses coordonnées

p1ol'(B)(z) = B[(1 — a)B(z — X7)], p2ol'(b)(x) = Elaf(z — Y})],
psol'(b)(z) = Elag(z — V)], piol'(b)(z) = E[(1 — a)d(z — X7)],

olt p; est la iéme projection dans l'espace Fr et X?P (resp. Y2 ) est solution
de 'E.D.S.

dX} = dB, — by (t, XD)dt + bs(t, X})dt, (6)
respectivement
dY} = dB, — by(t, Y2)dt + by(t, Y, )dt. (7)

Pour montrer qu’il existe des solutions aux équations qui viennent d’étre
citées, on utilise le résultat suivant (cf. Stroock et Varadhan [11] 1979
Théoreme 10.2.2 p.255) :

Proposition 1 Soit b: R, x R — IR une fonction telle que

sup |b(t,0)| < oo,
>0

|b(t,x) = b(t,y)| < culz —yl, pourn €N, |z|<n, |yl <n,
et sgn(x)b(t,z) > 0 pour |x| assez grand, alors I’E.D.S. suivante a une

unique solution forte

t
XV =X, + B, - / b(s, X")ds.
0



Pour montrer que le systéme (4) a une unique solution, on cherche un point
fixe a la transformation I'. Pour ce faire, on vérifie, dans un premier temps,
que, pour b € Fr, les équations (6) et (7) admettent une unique solution
forte. Or, comme bs et by sont bornées et b € Fr, il existe xg > 0 tel que,
pour tout z vérifiant |z| > o,

sgn(z)(by(t,z) — bs(t,x)) > 0,

sgn(z)(ba(t, z) — by(t,x)) >0, pour t € [0,T].

Par ailleurs, les b; sont localement Lipschitziennes pour i = 1,2,3 et 4. On
peut alors appliquer la Proposition 1. On en déduit que les équations (6) et
(7) admettent une unique solution forte.

Pour la suite, on utilise les notations suivantes :

~m,b ~m,b

XU =EX7M, YT =BV,

Vv m,b ~m,b Oom,b —m,b
X" =sup X, , Y/ =supY, .
s<t s<t

Pour démontrer le Théoreme 1, on a besoin de plusieurs lemmes :

Lemme 1 Soient b € Fr, n > 1, p = (o, 0,0,0) ot po(t,z) = Loz,
alors X2 < oo et Y™ < oo, pour n > 0 tel que IB[|Xo>"] < oo et
E[|Y]*"] < 0. De plus

X0 < ey ()X 4+ T2 5220 cillby — pollin(1 + X77°) 1, (8)
8
Y < k(m){YZE™ 4+ T2 2 dyl|by — pollin(L + Y277)},

ou les ¢;, d; sont des constantes ne dépendant ni de b nv de p ni de T.

Preuve : i) En considérant p = (py, o, 0,0), on a alors I’équation suivante

t
X = X+ B, — / BoXPds.
0

t

Or X! = Xpe '+ Z, ot Z;, = e‘ﬁot/ e™*dB,. Z, est une variable aléatoire
0

gaussienne centrée et de variance (1 — e=2%%)/23,. Ainsi,

1 — =20t

) i)

8



On en déduit donc :

sup 5[ X7[*"] < e (1 + B[ X))

t>0

ou les ¢, sont des constantes (le méme raisonnement est valable pour Y).
Done, si IE[|Xo[?"] et E[|Y5]2"] sont finis, il s’en suit que X2 < oo et
Y2 < oo.

ii) Par ailleurs,

t t
X} =Xt = = [ (bi(s, X2) = prop(s, XE))ds+ | (bs(s, X2) = paop(s, X£))ds,
0 0
d’ot1, pour a > 1, on obtient que |X? — X7|* est égal a
t
o [ smn(X? — XO)|XE — XE gy (s, X2) — propls, X0))ds
0 ST

t
+a [ sen(x! = X0)IXE = X" ey (ba(s, X2) = paop(s, X2))ds.
0 s s

En prenant la limite quand o — 17, on a alors

t
[P = X{| = = [ sn(X2 = X0)(bi (s, X2) = prop(s, X0))ds
0

t
+ [ sgn(x? = X2)(ba(s, X2) = paop(s, X0))ds.
0

Comme b; est une fonction croissante, sgn(z — y)(b1(s,z) — bi(s,y)) > 0.
On obtient donc

t
1P = X{| < = [ sgn(x! = X0)(bi (5. X2) = propl(s, X2))ds
0
t
+ [ sn(xX? = X2)(by(s, X2) — psop(s, X0))ds.
0
Or, p3o0p est identiquement nul et by est borné par (1—a)M, ce qui implique
t
X! = X[ < (L= a)Mt+ [ o= proplr(1+ |X2[*)ds

t
< (=Mt o= propllr [ (14 |X2[*)ds.



Par un argument de convexité, IE[|X?|*"] est plus petit ou égal &

+ 2n
i) {48 {0 = MT 4y = ol [0+ (xeyas) |}
Par I'inégalité de Holder, on a
t m —~
E|( [+ 1X2Pds) | < k)T (14 X5,
0

ot k(m) est une constante. On en déduit la premiere formule de (8) ou les
¢; sont des constantes qui ne dépendent que de a, M et n. On peut alors
effectuer les mémes calculs pour obtenir la deuxieme formule. QED
Pour continuer les calculs, on a besoin d’introduire un lemme plutot tech-
nique qui s’apparente a un lemme de Gronwall.

Lemme 2 Soit ¢ une fonction positive telle que ¢(0) = 0. On suppose qu’il
existe deux constantes b > 0 et ¢ > 0 telles que

o(t) < b/ot o(s)ds + c/ot \/@ds,
alors
o) < {5 -1}

Preuve : On pose ¢ la solution non nulle de I’équation

t t
b(t) = b/o w(s)ds—l—c/o o (s)ds.
Par dérivation, on a
dy(t)
b (t) + /¥ (1)
puis, en prenant la primitive dans cette égalité, et en utilisant la condition
initiale ¥(0) = 0, on trouve ¥(t) = {c(ebt/2 — 1)/1)}2. Pour terminer la

preuve de ce lemme, on fait appel a un résultat dans [3] (Théoréme 4.1
p.16) qui assure ¢(t) < (). QED

Lemme 3 1. I' est une application de Fr dans Fr et

= dt,

ITBIF < M + k(1 + X727+ ¥p). (9)

10



2. T est continue et vérifie

(b) ()l < ka(e"=%T = 1)(|[by — er]lr + b3 — e3lo0)

(b) ()l < Es(e"=FT — 1)(|[by — eallr + b4 — calloo)
lpsoT’ (b) — psol’ (¢)loe < k6T e =T (|[by — ca|l7 + [[ba — cal o),

(b) (oo < kT KT ([Iby — crllr + 103 — e3lo0).

(10)

ou k; sont des constantes.

Preuve :1) Comme (3 est une fonction continue et croissante,
E[(1 — a)B(z — X}P)] est croissante en x. Par ailleurs elle est localement
lipschitzienne et vérifie, par (1), pour = > v,

E[(1 - a)f(z - X7) = (1= a)Bly — X7)] = (1 = a)(Bi(z — y) + Bo)
Enfin,
E[(1 - a)f(z — X7)] < E[C(1 - a)(1 + [a* + | X7[*)]

< C(1—a)(1+ [zP)E[L + X} = C(1 — a)(1 + |2[*)(1 + X7).

D’ou -

De la méme maniere,

P20l (B[l < aC(1+ Y7, |lpsol (B[l < alM,
et [[psol'(b)[|oe < (1 —a)M.

On en déduit alors (9). Comme psol’ et pyol’ tendent vers 0 a l'infini,
ces expressions sont globalement Lipschitziennes et bornées ce qui justifie
entierement 1).

2) On prouve maintenant la deuxieéme partie du lemme, et plus partic-
ulierement, les deux dernieres inégalités énoncées. Par la propriété de Lip-
schitz de ¢ (cf les préliminaires) on a

P30l (b) (x) — psol’(¢)(w)| < alE[|¢(x —Y') — bz = Y)|] < aKE[YY = Y],
pour tout x € R. Or, d’apres la démonstration du Lemme 1,

t t
Y=Y S (—ai [ V2=Vl + [ (s V) = enls, Y5 lds
0 0

11



t
Hloo = callr [0+ [¥i*)ds
t
< (=K [ V2= Yelds + Ty — call
0

t
[ — @HT/O (14 |VE2)ds.
En prenant 1’espérance, on obtient
t A~

BV Y1) < (=) [ Y=Y {ds+ T caloo+Hibr—callr (14 75).
Par le lemme de Gronwall, on trouve

E[|YY = Y] < T(1+ Y7 {llbe — callz + [[ba — ealloo} 5T,
et ainsi

(1—a)KT
[p30T'(b) — pol'(€) | < keTe® 5T {[lby — callz + 11 — call o}

ol kg = aK (1+Y5). On obtient de la méme maniere la derniere inégalité
de (10) avec k; dépendant de a, K et (1 + X3*).

3) On montre enfin les deux premieres inégalités de (10). En utilisant
I’hypothese (2) sur 3, on a

[p1oT' () () — prol’(¢)(x)] = [E[(1 — a)(B(z — X7) — Bla — X7)]]
< (L= a)B[Xy = Xfl(c+ |2+ [XP|" + | XF])]
< (L= a)ks(1+ |2 E[IXY — XF[(1+[XP]" + [ XF])]

< ho(1+ [2[)IE[XY — XTIV + BIXP T+ EIXFP))2,

pour tout € IR. I faut alors calculer | X} — X¢|? :
X=X = =2 [ (X = X)(ha(s, X2) — ex(s, X)) s
+2 [ (X0 = X205, X2) = eals, X))
< -2 [ (X0 = X0) (b5, X0) — ea(s, X)) ds
+2(1 — a)K/Ot |X? — XE|%ds + 2||bs — cs]lo /Ot |XP — X¢|ds
< 2[|by — 1|7 /Ot |X° — X1+ | XE*)ds + 2(1 — a)K/Ot |X? — X°%ds
+20lbs = eslle [ X2~ Xclds

12



En prenant 'espérance, on obtient
t
E[IX; - X7 < 2[bi— CIHT/ (1+ E[IX[)PE[|IX? - X([*)"2ds
0
t
21— a)K/ E[| X" — X% ds
0

t
+2|lbs — colloe [ EIIXE — Xe[/2ds
0

IN

buolllts = exllr + 1 — esllo) [ TEXE — X2
+2(1 a)K/Ot]EHXf — X*ds.
Puis, par application du Lemme 2, on trouve

E[1 X} — X7 < ki (e 5T = 1)([1by — eillr + 11bs — cslo0),

d’ou la premiere équation de (10), avec ky qui dépend de 5(\%4", 5(\;’% et
X;’zr. La méme démonstration est bien-entendu valable pour ps. QED
Voici un résultat d’existence et d'unicité des solutions du systeme (E) :

Lemme 4 Soit L > 2aC/(1 + max(ky (q) X222, ky(q)Y290)).
Ae=Apn{b, || bllz < L}. On définit Pk = A2 x Ax x E x E. 1l existe
ko tel que, si T = kio(L ; TE(|Xo|); TE(|Yo]"), 1 <i < 8¢?), alors
i) T(FF) C Fr,
la norme lipschitzienne de T, restreinte a F¥, est inférieure a 1/2,
11) il existe une unique solution forte au systeme (E) telle que

sup B(| X)) < oo et sup E(|Y*) < .

0<t<T 0<t<T

Preuve : 1) On choisit L > 2&0(1+maX(kl(Q)X\§gm’ kz(q)}?o%q,p))' D’aprés
(19), on a
Ip1ol @)l < (1 — a)C (1 + X7).

Ainsi, d’apres le Lemme 1, ||p;ol'(D)||7 est inférieur ou égal a

e (1 R+ k@7 Sl + loll) (1 + 552)) ,

i=1
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olt [|pllec = sup,so|Boz|/(1+ |z[*?). On peut alors choisir T} assez petit tel
que

2q )
(1= a)Chi(@)T7* Y ci( L+ [lpolleo) (1 + X78%) < L/2.
i=1
Ainsi I'b € FTL1 car, pour pyol’, le calcul est identique.
2) Il s’agit maintenant d’examiner la constante de Lipschitz. En faisant la
somme des inégalités (10), on obtient

IT@) ~T©)l7 < (D)o~ cl7,

ott aT) = (ky + ks)(eB=VET — 1) 4 (kg + ky)Tel KT,

On choisit T3 assez petit pour que «(73) < 1/2. En prenant 7' = min(77, T5),
la norme Lipschitzienne est alors inférieure a 1/2. T dépend évidemment
de L et de TE[| Xo|’], pour 1 < i < 8¢°.

3) On suppose que T = k(L ; TE(| X)) 1 < i < 8¢%). Soit by € FE.
On construit alors la suite b, ,; = I'b, ; d’apres le début du lemme, on a
b, € FE pour tout n et I' est une contraction de norme inférieure & 1/2.
D’apres le théoreme du point fixe, b, converge vers b avec la norme ||.||%.
La plupart des propriétés sont évidemment directement vérifiées par b : il
ne reste plus qu’a montrer que by et by sont localement Lipschitziennes. On
le vérifie pour by. Comme b,,,; = I'b,, alors, pour |z| < N et |y| < N, on a

bni11(t,2) = bnra (B y)| < (1 —a)E[(z — X{") — By — X))

(1—a)|lz —y|Elc+ |z]" + |y|" + | X{
ki3 (N)(1 + X2 |z — y).

']

<
<

Comme ||p10b,||r < K et ||p20b,||r < K, on en déduit, d’apres le Lemme 1,
b1, (t, @) = bpyra (t,y)| < ku(N, K, T, p)|lz — yl.
En prenant la limite quand n tend vers 'infini, on obtient
|b1(t, ) — bi(t,y)] < ka(N, K, T, p)|z — y].

b, est donc localement lipschitzienne. On peut effectuer le méme raison-
nement pour by, ce qui implique que b € F¥X : il s’agit donc d’un point fixe
['b =b. Ainsi (X° Y?) est une solution forte du systeme (E). QED
On aimerait construire une solution forte sur [0, +00[. Pour cela, on a be-
soin de savoir que sup,.o E(|X?|*") < oo et sup,., E(|]Y?*") < oo, pour
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un certain n > 1. Pour cela, on a besoin de majorations du type de celles
développées dans le Lemme 1 mais qui ne dépendraient plus du temps 7.
Tout d’abord, on rappelle un lemme énoncé dans [4], p.182.

Lemme 5 Soit f une fonction continue et dérivable définie sur [0, +oo[ a
valeurs dans R. Supposons qu’il existe | > 0 tel que {t ; f(t) > I} C

{t; f'(t) <0} alors sup,, f(z) < max(f(0),1).

Lemme 6 Soit b € Fr. On suppose que I'b = b ; Xy et Yy ont des lois
symétriques et (B > %“K. Alors

X502 < fyg(my ;2 <0 < 2n),

VP < kao(ny 3 2 < i < 2n),

ot m; (resp. n;) sont les moments d’ordre i de | Xg| (resp. |Yol).

Preuve : i) On montre d’abord que IE[X;] = E[Y;] = 0. Pour ce faire, on
considere (X;, Y;), la solution de

t t
X, = Xo+ B, — / bu(s, X,)ds + / ba(s, X,)ds
0 0

Y, =Yo+ B, — /Ot bo(s, X, )ds + /Ot ba(s, X, )ds,
bs(t,x) = Elagp(x — Yy)], bi(t,z) = E[(1 —a)b(z — Xy)],

ba(t,x) = E[(1 —a)p(x — Xy)],  bo(t, x) = Elaf(z - V)].

On remarque que si (X;, B;), (Y;, B;) est solution faible de ces équations,
alors, comme ¢ et 3 sont impaires, (—X;, —B;), (=Y}, —Bt) sont également
solutions faibles des équations. Grace a l'unicité en loi, —X; a méme loi
que X; et —Y; a méme loi que Y; puisque —X, a méme loi que Xy et —Yj a
méme loi que Yy. On en déduit alors

E[-X,| =E[X,] =0, V>0,

E[-Y;] = E[Y,] =0, Vt>0.
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ii) On considere X; et X| les deux solutions suivantes

1 rt 1 rt
Xt:XO+Bt_§/0 bl(S,Xs)d$+§/0 bg(S,Xs)dS,

1 st 1t
X, =X,+ B, — 5/ bi(s, X.)ds + 5/ bs(s, X.)ds.
0 0
On pose Z; = Xy — X| et pu,(t) = E(|Z|"), pour n > 2. Z est une semi-
martingale :
t t
7, — ZO+Bt—B;—/ (ba(s, X,) — bl(s,X;))der/ ba(s, Xo) —bs(s, X')ds.
0 0

En appliquant la formule d’Ito, puis en dérivant par rapport au temps, on a

Mlz:L(t) = (2n — Dpon_oft) + 2]E[Zt2n_1(b3(t,Xt) — bs(t, X}))]
—2IB[Z" (ba(t, Xp) — bu(t, X)))].

On suppose que x > y. Comme by satisfait a (5) et by est lipschitzienne de
coefficient K > 0, on obtient

(x = y)(u(t, ) = bi(t,y) > Bilz —y)* = [Bollz = yl,
|b3(t, ) — b3(t,y)| < K(z —y).
On en déduit

% < (2n—1) (p12n (1)) 420 Bo| (1120 (1)) /2" +2((1—a) K —a By pian (t).

Comme dans hypothese du lemme §; > =2K, il existe kg1 (n) > 0 tel que,
pour x > koi(n), on a

(2n — D'~V 4 24| Go|z' =2 + 2((1 — a) K — afy)z < 0.

Ainsi 'ensemble {t; po,(t) > ko1 (n)} est inclus dans 'ensemble {t ; b, (1) <
0}. En appliquant le Lemme 5, on obtient

E[(X, — X)™"] < max(kx (n), E[(Xo — X5)™]), n> 1

Pour terminer la démonstration, on utilise le résultat suivant : soient £ et
¢ deux variables indépendantes, & étant une copie de &, telles que E[¢] =
[E[¢'] =0, alors

E[E*"] < kis(B((§ = §)?), ..., E((€ = €)™).
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La démonstration de ce résultat se fait par récurrence. Ceci termine la
preuve du Lemme 6, puisque E[X;] = E[Y;] = 0. QED
Preuve du Théoreme 1 : On suppose X, Yj de lois symétriques. On note
U =max{T > 0, le systeme (E) admet une unique solution sur [0, 77,
SUPg< et B[X7Y]) < 00 et supye;eq B[Y] < 00} (convention : max () = 0).
1) On montre d’abord que U > 0. On choisit

K =max{ 2aC(1 + max(ki(q)X20", ka(q)Y20)) ;
k3(1+ kig(m 5 2 <1 <2q) + kao(ni 5 2 <1 < 2q))}

Grace au Lemme 4, il existe T' = kya(m; ; 1 < i < 8¢%) et un unique b € A%,
tel que I'b = b alors (X°, Y?) est I'unique solution forte du systeme (E’) sur
[0, 7). On suppose qu'il existe (X, Y?) solution de (E’) sur [0, T], telle que
sup IE[Y;9] < 0o et sup IE[X}?] < co. On note
0<t<T 0<t<T

aft,z) =E[(1-a)b(z - XP)|, alt ) =Eab@-Y?),

cs(t, x) = Elag(x —YP)], clt,z) = E[(1 - a)p(z — X7)].

Ainsi ||e1(t, )| < ks(1 + X?7). Comme ¢ = T'c, d’apres le Lemme 6, on a
[er(t )|l < ks(1+ kig(my 5 2 <i < 2¢q)) < K.

De la méme maniere, on obtient ||co(t, z)||7 < K, d’ott ¢ € AE et alors, par
unicité, X = X, Y =Y et b= c. .

2) On remarque tout d’abord que X29° = koy(m; ; 2 < i < 2g). De la
méme facon, on remarque que }/}OQOq,p = kog(m; ; 2 < @ < 2q). On pose
m; = kig(m; ; 2 < j <i)etn,=ky(n;; 2< j<i). Soit K’ la constante
définie par 1) en remplagant les m; et n; par les m} et n}. A ce K’ correspond
un 7" = kyp(m) ;2 < i < 8¢*) > 0. On raisonne alors par I'absurde : on
suppose que U < 0o et on choisit € > 0 tel que ¢ < T"/2. Or on sait que,
pour € > 0, il existe T tel que U —e < T < U et qu’il existe une solution
(X,Y) sur [0, 7] vérifiant supy.,«r IE[Y;] < 00 et supye;or B[X7Y] < oco.
On considere alors le systeme (E’) sur [T, 00[ en prenant comme données
initiales X7 et Y7 qui sont symétriques (on a deja démontré dans le Lemme
6 que X; a méme loi que —X; et idem pour V). Or d’apres le Lemme 6

sup E[X7) < kio(my 5 2 < < 2g) < mby,
0<t<T

sup IE[Ytzq] < Eao(ng 3 2 <0 < 2q) < my,.
0<t<T
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On peut donc définir une solution sur [1,7 4+ 7"]. Comme T+ 71" > U il y
a contradiction ce qui entraine que U = oo. QED
En utilisant la démonstration de ce théoreme, on peut énoncer directement
le résultat suivant :

Proposition 2 Soit (X,Y) une solution du systéeme (E). On suppose que
E(XZ") < oo et E(YZ") < oo alors
sup IE[X?"] < oo et sup E[Y*"] < oo, pour tout n € IN*.
0<t<T 0<t<T
Remarque 1 Pour a =1/2, grdce a l'unicité de la solution du systéme, le
systeme (E) n’est plus un systéme a proprement parler mais une jurtaposi-
tion de deux équations identiques : on rejoint alors ’étude développée dans

[4]-

1.3 Existence d’une distribution stationnaire

Dans tout ce paragraphe, on notera u(t,z) la densité de X; et v(t,z) celle
de Y;. On rappelle que (X;,Y;) est 'unique solution forte du systeme (E)
et on peut alors directement en déduire que (u(t, z),v(t, x)) est solution du
systeme suivant :

o 10 _ 02 [(6xv)u] + (1 — a) 2 [(8 * u)ul
0 = 1% (1 a) 2[(6  wpo] + a2 [(8 *v)el.

Si u(z)dx et v(x)dx sont des distributions stationnaires, elles vérifient alors
350 — agl(@xv)u] + (1= a) Z[(B*u)u] = 0

1% — (1= @) 2 (6% w)o] + a2 (8% v)] = 0.

En intégrant ces équations, on obtient
1 T T
u() = sgrep{a [[oxetay— (1—a) ["grutay},  (12)

ou A(u,v) est telle que [ u(z)dr =1, et

o) = ——ep{(1-a) ["orulpdy—a [“or oy}, (13)

p(u,v)
ou p(u,v) est telle que [ v(z)dx = 1. Le résultat principal de ce paragraphe
est le théoreme suivant, qui donne ’existence d’une distribution stationnaire;
on énoncera par la suite un résultat d’unicité.

(11)
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Théoreme 2 Soit 3 convexe sur IRy, alors on a:

1) 1l existe un couple de densités (u,v) tel que u et v sont des fonctions
paires, de plus, (u,v) satisfait auz équations (11), (12) et (13).

2) Si u et v sont les densités de X, et Yo, alors la solution (X, Y:) du
systeme (E) a pour densité jointe u(x)v(y) quelque soit t > 0.

Pour prouver ce résultat, on a besoin du Théoreme du point fixe de Schauder
(voir, par exemple, Corollaire 11.2 p.280 dans [G.T]). On note F I’adhérence
d’un ensemble F'.

Proposition 3 On suppose que £ est un espace de Banach, C un sous-
ensemble convexe fermé, A une application de C dans C telle que

(i) A est continue,

(ii) A(C) est compact.

Alors A admet un point fixe dans C.

On détermine tout d’abord les ensembles concernés et, pour cela, on intro-
duit quelques notations.

Notations :

1) & est 'ensemble des fonctions continues f : IR — IR telles que

sup(1 + |z]P)|f(z)] < oo oup > 4q.

On munit & de la norme |.|o OU | f|oo = sup,er (1 + |2[P)]f(2)].
2) On définit Cy; le sous-ensemble fermé convexe de & suivant :

Cy = {f € &, f >0, paire, / f(x)dx =1, sup(l—+ |z|P)f(x) < M} .
R rz€lR
3) Pour tout u € Cyps, on définit vi(u) = [g |z|fu(z)dz et pour (u,v) €
Cumr X Cyy, les opérateurs suivants :

Alw0)(w) = s exp{a "oy = (1 =) [ 8 u)iy}.

Bu.)(e) = ——esp {(1=a) ["o = uly)dy—a [ 5+ o).

Pour pouvoir appliquer la Proposition 3, il est nécessaire de démontrer
quelques lemmes préliminaires.
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Lemme 7 Soit u € Cy;.

o J[*
1)SiCy =1+ 03%25—2/11{ T+ mpdm, alors

Ye(u) < MCy, 0<k<p-—2.

2) B xu est une fonction impaire et
/mﬂ(y)dy = /x(ﬂ wu)(y)dy < CoMa®(1+a%), Vo >0.  (14)
0 0

Cy est une constante dépendant de 3 et M et satisfaisant M > max(1, C’lzq).

Preuve : (cf [4]) On montre tout d’abord la premiere partie du lemme : il
est facile de voir que

_ .
() = /]R e e < MGy, 0 k<p-2.

Il est également évident que [ * u est une fonction impaire. De plus, pour
z>0,o0na

Bruw) = Ba)+ [ (A —y) - Ba)uly)dy
= )+ [T (B =)+ Bl +y) = 28()uly)dy.

[ étant une fonction impaire, on obtient

Bru(@) = ) + [ (B +y) = Bly — 2) — 2B(x)uly)dy.

En utilisant la convexité de 3 sur IR, et le fait que toute fonction impaire
f convexe sur R, vérifie

flx) < s (flz—y)+ flx+y)), Vo >0, Vy € R,

|~

on a f*u(x) > fB(x), Yr > 0. On en déduit donc la minoration dans
I’équation (14). Pour la majoration, on décompose G*u de la fagon suivante

Brul) = [T (3 +y) = B@ulydy+ [ (Bo) = By - 2)ulm)dy.
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En utilisant I'inégalité (2), on obtient

Bru@)] < ot +a) (14 [ yulpdy), v >0
0
Comme r 4+ 1 < 2q et 2¢ < p — 2, on a, par l'inégalité de Holder,

) = [ )y < ()7 < (M)
< (Mcl)@q—l)/?q < MOV < pf
Par intégration, on obtient la majoration de (14). QED
Grace a ce lemme, on peut montrer le résultat suivant :

Lemme 8 I existe M tel que
.A(CM,CM) C CM et B(CM,CM) C CM

Preuve : Il suffit de vérifier ce lemme pour A, I'autre inclusion se montre
de maniere identique a quelques constantes pres.
On pose R(z) = (1 + |z|")A(u,v)(z), u et v appartenant a Cp;. Evidem-
ment A(u,v) > 0. Par ailleurs, puisque ¢ est bornée par M,, (voir les
préliminaires)

1
Au,v)

En utilisant le lemme précédent, on a

exp {aM¢x —(1—-a) /Om 6(y)dy} :

A(u,v)(x) < exp {—(1 —a) /Ox B u(y)dy + aM¢9:} .

A(u,v)(z) < NORE)

On en déduit, grace a (1),

0% Rle) < gy sup [+ laf) exp {abdya = (=) 7 50y
¢,
< ORD)

ou (3 est une constante ne dépendant que de ¢, § et a. On cherche main-
tenant a minorer A(u,v) :

AMu,v) = 2/Oooexp{—(1—a)/owﬂ*u(y)dy+a/0m¢*v(y)dy}dx
> 2/Oooexp{—(1 —a) /Owﬂ*u(y)dy—aM¢x} dx.
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En appliquant (14), on obtient

Mu,v) > 2/000 exp{—(l —a)CyMz?(1 + %) — aM¢g;} dz > \/C_%’

ot Cy = [5¥exp(—(1 — a)Coy*(1 + y*1) — aMyy)dy. Cy ne dépend donc que
de a, q, B et ¢. Cette derniere inégalité est obtenue par le changement de
variable y = xv/ M en supposant que M > 1. Finalement, on obtient

sup R(z) < %i\/ﬂ

zeR

On peut alors choisir M tel que sup(1 + |z|")A(u,v)(z) < M et
zelR

sup(1 + |z|P)B(u,v)(z) < M. QED
rz€lR

Lemme 9 A et B sont des opérateurs continus.

Preuve : On étudie la quantité suivante :

0(x) = exp {a/oxcb*vl(y)dy— (1—a) /Oxﬁ*ul(y)dy}
—exp{a [“osndy— (1-a) ["Brusly)dy
= (eo—-a) [ Bruwy)
x :expa/0x¢*vl(y)dy—expa/0m¢*vg(y)dy]
+ <expa/0xgb*v2(y)dy>

x |exp—(1=a) [ B uily)dy - exp—(1 = a) [ 5+ usly)dy]
= 01(z) + Os(x).

Le premier terme |0;(z)| est inférieur ou égal a

(exp=(1=a) [ Blw)ay)

Or [5 ¢*v1(y)dy < Myz. Ainsi |64 (x)| est inférieur ou égal a

a exp {—(1 —a) /Oxﬁ(y)dy+aM¢x} '/Oxd)*vl(y)dy — /Omd)*w(y)dy’

expa [" o u(y)dy —expa [ 6 < uly)dy).
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/ / )(v1 — vg) )dtdy’ )

/ / _t 'Ul — U2 )dtdy‘ < M¢ZI§'|'U1 'U2|oo/ 1+ |t|p

et, de plus, comme sup,cp |zexp{—(1 — a) i B(y)dy + aMyx}| < oo car
B(x) > Bz + By pour x > 0 avec 31 > 0, on a |0;(z)| < Cglvy — v2|. On
majore maintenant |0y(z)| par

exp (~(1=a) [ B uily)dy)

—exp (~(1-a) [ty )|

exp {—(1 —a) /0 By)dy + aM¢:B}

x lexp (—(1 — a)¢1(x)) — exp (—(1 — a)pa(x))] ,

ou ¢i(x) = [ Biy)dy avec Bi(y) = [7°(By + ) — B(t —y) — 26(y))ui(t)dt.

Comme |e=% — e7°| < |a — b| pour a et b positifs et comme 3 vérifie 3(x) <
B(x —y) + B(x + y), on obtient

gaexp{—(l—a)/ dy+aM¢:c}

Comme

< exp(aMyx)

IN

T

0:(0)) < (1= a)exp { ~(1=a) [ By + adya} [" Hy)ay,

ou H(y) =

/ooo(ﬁ(y +1) = Bt —y) = 28(y))(w(t) — uz(t))dt‘

Ainsi
H(y) < /O°°Oy<1+yf><1+t’“>|u1<t>—u2<t>|dt.

De plus, comme p > 4q, H(y) < Cy(1 + y")|us — us|}/?. En intégrant, on
obtient

62(0)| < (1 + ) s — w2 exp {addye — (1= a) [ Bly)dy}.

On en déduit
102(2) |00 < Crluy — ua X2
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I1 ne reste plus qu’a estimer A(uy,v1)(x) — A(ug, v9)(x). En décomposant
cette différence, on obtient

A(ul, Ul)(l’) — A(Ug, UQ)(SL’) = A(ui U1>9(I) + ()\(Ul, Ul) — )\(Ug, Ug))W(SL’),

ou W (z) est défini par

1
)\(ul, 'Ul))\('UQ, (%)

P {afox ¢ *va(y)dy — (1 — a) /Oxﬁ * U2(y)dy}- (15)

Or, d’apres la démonstration du Lemme 8, |[W ()| < M x ¢ ol ¢ est une
constante et W (z) > 0. De plus, comme A(uy,v1) — AMug, v2) = [5° 0(x)dx,
on obtient

|A(ur,v1) — Auz, v12)][oe < Cs(Jur — uz]oo + V1 — V2]00)
+Co(|ur — ua| 3% + v — va|LP).

On en déduit donc que A est un opérateur continu. Le méme raisonnement
est valable pour B. QED
Preuve du Théoréme 2 : 1) Pour pouvoir utiliser la Proposition 3 (avec
E=E x& et C=Cy xCy), grace aux lemmes précédents, il ne reste plus
qu’a vérifier que A(Cps,Cpr) X B(Cps,Car) est bien compact.

On observe tout d’abord que

Allu,v)(z) = (ag* v(z) — (1 —a)f *u(zr))

Au,v)
xexp{a [ oxvidy— (1-a) [ 5xuty)dy}.

Ainsi |A'(u,v)(x)| est majoré par

< L1~ 0y = )] + oty esp (bt — (1~ a) [ By
< \é—? (0(1 — a)z(l + 27 (1 [ y?”u(y)dy) 4 aM¢)

X exp {aMd,x —(1—a) /Om 6(y)dy}
< Co(1 + |2+ exp {aM¢x —(1-a) /0 ﬁ(y)dy} .
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Comme ((y) > (iy + (o, on obtient que |A'(u,v)(x)| est uniformément
borné par rapport a u, v et . Idem pour B. On peut donc appliquer le
théoreme d’Ascoli : soit (uy, v,) une suite de fonctions de Cy; x Cyy. 1l existe
alors une sous-suite qui converge vers (u,v). Or par la derniére inégalité
démontrée et par son homologue pour B, on en déduit que (u,v) € €. Ainsi
A(Cyr,Car) X B(Car,Car) est compact.

2) D’apres 1), il existe u € Cyr et v € Cyy tels que u = A(u, v) et v = B(u,v).
Alors, de maniere évidente, u et v sont dans C'. Si on suppose que IP(X, €
dz) = u(x)dz et IP(Yy € dx) = v(x)dz, on a alors IP(X; € dz) = u(x)dz et
P(Y; € dx)=v(z)dz. QED

On cherche maintenant a étudier a quelles conditions suffisantes, on obtient
un résultat d’unicité du couple (u,v).
Pour cela, on suppose que 8 € C}(IR), que 3 : IR, — IR, est une fonction

convexe et que lim,_ o+ w existe et est fini. Comme (3(0) =0, z —
B(z)

xT

On pose alors

est une fonction croissante et positive. On définit o = lim,_,g+ ble)

T -

B(r) = Bo(w) + ax, ol fy est convexe, avec lilgl+ fo(z)
T— T

—0. (16)

Théoréme 3 On suppose que B admette la décomposition (16), il existe
alors ag, > 0 tel que, pour tout o > ag,, le systeme (11) admet au plus un
couple de solutions.

Pour la démonstration de ce théoreme, on a besoin de quelques lemmes et
de la définition suivante :

D= {1/ : R — IR, paire, / v(r)de =1 et sup(l+ |z[*")v(z) < oo}.
R z€R

Lemme 10 On suppose que (16) est vérifié et que u € D, alors
foxul@) = [ (Golw +y) = boly — x)uly)dy > 0, ¥ >0,
Bxu(z) = Poxu(x) + ar > ax, Yr>0.

La démonstration de ce lemme est évidente.
Soit (u,v) le couple solution de (11) alors

)\(ul, %) exp {CLM¢$ —(1-a) /Ox 3 * u(y)dy} ,

u(z) = A(u,v) <
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Ainsi

1 1-—
u(z) < N 0) exp {aMw: _ 5 @) axQ} : (17)
Par des arguments identiques,
1 a
v(z) < exp {(1 —a)Myr — —ax } : (18)
pu(u, v) 2

On définit alors 'espace D, : l'ensemble des couples (u,v) de fonctions
paires a valeurs dans IR, satisfaisant

/ u(z)dr = / v(z)dr =1, et tels que u vérifie (17), v vérifie (18). (19)

R R

On définit également la norme N,(u) = /OO (1 + 2P)|u(x)|dx, p > 4q.
0

Montrons alors que A et B sont des contractions de D, dans D pour la
norme N,,.

Lemme 11 Il existe une constante ¢ ne dépendant que de By, ¢ et a telle
que, si (u,v) € D, alors

Preuve : On a
AMu,v) = /IReXp {a/o oxv(y)dy — (1 — a)/o 3 * u(y)dy} dx
> 2/0 exp {—aM¢z —(1- a)/o Bo * u(y)dy — (1 — a)a?} dzx.
Or, grace a (2),
Boxu(y) < cy(l+y") (1 +/0 t’h(t)dt) :

Par le calcul, on obtient

00 o ¢ ot?

r < v (1 N\

/ tru(t)dt < /0 o) exp{ (1—a) 5 + aM¢t} dt

0
1 e (at?)/? at?
2 /0 o 0) exp —(1 — a)T + aMyt 3 dt.
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En posant x = \/at, et puisque o > 1, on a

o 1 0o g7 x?
/0 tu(t)dt < NSV /0 N 0) exp {—(1 — a); + aM¢at} dzx.

Il s’ensuit que
Cu

/0 Cult)it < 5o

On pose Q = [{/A(u,v), +0o[. On minore alors A(u,v)/2 par

/Qexp {—GM¢I —(1- a)a% — Ca(1 — a)r?*(1 +2") (1 + )\(ul, v)) } dzx.

En posant u = /A(u,v) et © = py, on obtient p > h(u), ou h(t) est la
fonction définie par

(yt)?

2 /Ooo exp {—aM¢ty — (1 —-a)a — Ca(1 —a)y?(1 + (yt)") (1 + tz)} dy.

Il se trouve que h est décroissante, on calcule alors sa dérivée en supposant
que t € [0,1] :

o) 2
—h'(t) < Ciz +2a(1 — a)t/o y* exp {—y2(014 + %)} dy.

En posant x = y\/Ch4 + O‘T’g, on a, par un changement de variable,
2a(1 — a)t
(Crq + %2)3/ 2

en définissant p,(t) = t/(Cy + O‘th) Comme /ap,(t) < apa(Cray/2/a)
et comme /ap, (014\/2 / a) est une constante qui ne dépent pas de «, on a

—h,(t) S 013 + /OO 1’26_x2dl’ S 013 + C’15a,0a(t),
0

h(0) — h(t) < t(Cis + CigVa).

Comme h(0) est une constante, il existe Cy7 tel que h(t) > Ci7(1—t(14++/a)).
Si t < inf(1,Cy7(Ci7(1 4+ y/a) + 1)71) alors h(t) > t et donc, si a est assez
grand, p = /A(u,v) > Ci7(Cr7(14++/a)+1)7L Ainsi 1/a\(u,v) est majoré
par une constante. QED
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Lemme 12 Soit 0(z) la fonction paire définie par

o) = exp{-(1=a) ["Bru(dy+a [ 6+ vy}
—exp{—(l —a) /Oxﬁ*ug(y)dyjta/oxqug(y)dy},

ot (ug,v1) et (ug,ve) sont des éléments de D, alors il existe une constante
¢ > 0 telle que |0(x)| soit inférieur ou égal a

(1) enp (@b (1= )% ) (Ny(ar = )+ Ny = va)

Preuve : On a
ax?

ba) = (e -1 - 0% ) (o).

ou 6y est défini comme 6 en remplacant 3 par Fy. On obtient alors la
décomposition suivante 8y(x) = 61 (x) 462 (x) avec les inégalités, pour x > 0,

@) < exp{~(1-a) [ sy}

expa [ 6 ui(y)dy — expa [ o v ua(y)dy

a exp(aM,z) /qub*vl(y)dy—/omqb*w(y)dy’

a exp(aM,z) /0 /]R gb(y—t)(vl—vg)(t)dtdy‘

< aexpladdya) | [ [ (6ly — 1) = o(y)(01 — ) ()t

< aexp(aMyz) /0 ’ /]R (Sy + ) — bt — y)) (01 — w)(t)dtdy’.

X

IA

IN

La derniere inégalité est obtenue grace a la parité de ¢. De plus, comme ¢
est lipschitzienne, il existe Cg > 0 tel que

“91(1’” S 018252 exp(aM¢x)Np(vl — Ug).

On observe maintenant 6, : |6a(x) exp —(aMyz)| est majoré par

exp (—(1 —a) /Om Bo * ul(y)dy) — exp (—(1 —a) /Ow Bo * uz(y)dy>‘
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<

exp (=(1=a) [ [ (At + 1) = Bult ) = 2(y))us )ty
—exp (~(=a) [* [ (ult +9) = Bolt = ) — 2B0(w)ua(t)dtdy )|

<=a)| [ [TGolt+9) = Aolt — )~ 260(0) w1 — ) )ty

Comme 3 € C*(R), lim,_o, Bj(x)/x existe et est fini et comme [ vérifie
la condition (2), |fy(x) exp —(aMyz)| est majoré par

(1-a) /0 cy(1+y")dy /0°° HL 4+ ) [y — us| (£)d.

14t
14-tP

Or, comme est borné, car p > 4q > 2r + 2, il s’ensuit que

|05(7)| < Cyp2®(1 4 2") exp(aMyx) Ny (ug — ug).
On obtient donc le résultat recherché en combinant |6 et |6s]. QED

Lemme 13 [l existe deuz constantes ag, > 0 et 0 < kg, < 1 telles que,
pour tout o« > g, on a

Ny(A(ur, v1) — Auz, v2)) < kgy (Np(ur — u2) + Ny(v1 — v2)),
pour tout (uy,v1) et (ug,ve) dans D, et Ny(w) = [ |z|(1 + |zP)|w(z)|dx.

Preuve : Pour la preuve de ce résultat, on notera toujours c la constante
meéme si elle peut changer de valeur d'une ligne a la suivante. Tout d’abord
on rappelle la décomposition utilisée dans le Lemme 9 :

1

Alur, 01) (@) = Az, v2) (@) = s

0(z) + (A(ug,v1) — Mug, v9))W(x),
ou W est défini par (15). Alors, d’apres les lemmes précédents, on a

1
m]\rpw) < caly (Np(uy — ug) + Np(v1 — v2)),

ou
2

I, = /OO 2% exp (aM¢x —(1— a)%) (14 2P)(1 + 2")dz.
0
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En posant y = y/ax, on obtient

1 oo 2
I < E/o (1 +y")(1+y")exp <aM¢y - (1- a)%) dy.

D’ou
1

)\(ul’ Ul)Np(e) <

(Np(ur — uz) + Np(v1 — v2)).

Slo

Par ailleurs,

A (ur, 01) — Alug, v)| = ’/Ow H(x)dm‘ < /:O 10(2)|dx

<~ (Np(wr = uz) + Np(v1 = v2)),
et comme N,(W(z)) < ca, ot W est défini ci-dessus, on obtient le résultat
énoncé dans le lemme. Les mémes calculs se font bien entendu pour B.QED
Pour démontrer le Théoreme 3, il suffit de remarquer que le lemme précédent
peut étre interprété comme suit : pour « assez grand, (A, B) est une con-
traction de D, dans D, ce qui entraine I'unicité du point fixe.

1.4. Convergence vers la distribution stationnaire

On a vu jusqu’a présent qu’il existait une unique solution forte au systeme
(E) (section 1.2) et qu’il existait une solution au systeme (11), c’est-a-dire
qu’il existe une distribution stationnaire (section 1.3). De plus, si on sup-
pose que (16) est vérifié, il y a unicité de la distribution stationnaire. On
se placera dans ce cas pour toute cette section afin de montrer que, sous
certaines conditions, la loi de (X3,Y;), solution du systeme (E), converge
vers la distribution stationnaire.

On commence par énoncer quelques résultats qui seront primordiaux pour
montrer la convergence vers la distribution stationnaire. On ne rappelle pas
leurs preuves qui se trouvent dans [5].

1.4.1 Résultats préliminaires

On commence par rappeler un lemme de comparaison concernant des E.D.S.
Soit L} I'ensemble des fonctions b : Ry x IR — IR vérifiant : pour tout
N >0, T > 0, il existe une constante Kr x telle que

1b(s,x) — b(s,y)| < Kpnlx —yl|, V|| <N, V|y| <N, Vs <T.
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Sibe E%’If, on peut alors définir une unique solution X, jusqu’au temps

d’explosion ey, de I’E.D.S. suivante :
t
X! = Xo+ B, —/ b(s, XP)ds, t < ey,
0

ol B est un F;—mouvement brownien unidimensionnel partant de I'origine,
et Xy est une variable aléatoire Fy-mesurable. Pour la suite, on suppose
que b vérifie

sgn(z)b(s,z) > 0Vs >0, Vo #0. (20)

D’apres la Proposition 3.3 dans [4], on sait alors que I'E.D.S. ci-dessus admet
une unique solution forte définie sur Ry (i.e. e, = 00).

Proposition 4 Soient b, ¢ deuz fonctions impaires de LIS vérifiant (20) et
sgn(z)(b(s,x) —c(s,x)) >0, Vs>0, Vo (resp. <).
Alors, pour toute fonction f : IR — IR, paire, croissante sur IRy, on a
E[f(XD)] < BIf(X)] ¥t > 0 (resp. ),
sachant X§ = X§ = X,.

L’étude du comportement asymptotique de processus de Markov dont le
semi-groupe vérifie une propriété d’ultracontractivité est un second résultat
primordial pour démontrer la convergence de la solution de 'E.D.S. vers la
mesure stationnaire.

Soit b : IR — IR une fonction impaire vérifiant les deux conditions suivantes

V(r) > k>0 VzeRR, (21)
dp > 1, liminf blz) > 0. (22)
+o00 xP

A cette fonction b, on associe une densité de probabilité

_exp— fy bly)dy
Jw (exp — [§ b(y)dy) dz’

On note L 'opérateur défini par

S (@) b)), TER, feCHR).

vp(x) z € R. (23)

L’f(z) =
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On peut alors voir que

<Lbf7 g>l/b = <f7 ng>ub7

(L°F, fv, = —%/]Rf/z(x)ub(:c)dx,

et g étant deux fonctions de classe C*, a support compact et
g

<f7 g)ub = /IR,]C(I)Q(I)I/b(SL’)dl’

De plus, L’ est le générateur infinitésimal du semi-groupe markovien
(T?; t > 0) sur LP(vp) symétrique par rapport & v,(z)dz. Voici quelques
propriétés de ce semi-groupe :

Lemme 14 Soit b: R — R impaire vérifiant (21) et (22), alors :
i) (TY; t > 0) est un opérateur ultracontractif :

1T Flloo < E@OIf 2161, (24)

ot k(t) est une constante positive.

ii) Pour tout t >0, TP : L*(vp) — L?(v) est un opérateur a trace.

i11) Soit (—A,; n > 1) la suite décroissante de valeurs propres négatives
de L* (i.e. 0> =Xy > =Xy > ... > =\, > ..) et f, la fonction propre
normalisée dans L*(v,) associée a la valeur propre —\,, alors \; > k/2
(propriété de trou spectral), k étant défini par (24), et

[ falloo < K(t)er" V> 0.

Ce lemme a une application en probabilité puisqu’il permet d’estimer la
différence entre la loi de X? et la distribution stationnaire v,(z)dx lorsque
le temps t tend vers l'infini.

Corollaire 1 Soit b : IR — IR une fonction impaire localement lipschitzi-
enne vérifiant : il existe p > 1 tel que liminf . b(z)/x” > 0, et

b(x) —b(y) > k(x —y), Yo >y, ouk>0.

Soit Xy une variable aléatoire admettant une densité par rapport a v,. Il
existe alors A > 0 et y(ty) > 0 tels que

Bl - [ g@m@)ds] <At Mgl (29

pour tout t > ty, g € L*(13).
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1.4.2 Convergence vers la distribution stationnaire
Voici quelques préliminaires qui sont, pour la plupart, des conséquences
de (16) :
B(x) = Bo(x) + ax, a >0,

olt 3y € CH(IR) est une fonction impaire, strictement croissante, convexe
sur Ry, vérifiant (2) et (3) et telle lim,_o, 5)(z)/z existe et soit fini. On
supposera de plus que K < 177“04. Dans la section 1.3 on a vu qu’il ex-
iste ag, > 0 tel que, pour tout o > ag,, il existe une unique distribution
symétrique stationnaire (u(z)dx,v(z)dzr) telle que

uw) = s esn o [ o vy — (1= a) [ 6= uy)ay}.

ou A(u,v) est telle que [ u(z)dr =1,

1 T T
o@) = e {(L—a) [Toxup)dy—a [ 5oy},
p(u, v) 0 0
ou u(u,v) est tel que [gv(x)dr = 1. La démonstration de ce résultat

repose sur le fait que, pour tout a supérieur ou égal a un certain ag,, il
existe 0 < kg, < 1 tel que

Np(A(ur, v1) — A(uz, v2)) < kg, (Np(ur — ug) + Np(v1 — v2)).

A est défini ici par

A(u,v)(z) =

A(;U) exp {a/oxaﬁ*v(y)dy —(1—a) /Oxﬁ *u(y)dy}’

et
Ny(w) = [ fal(1+ o) w(@)ldz, p> g

L’inégalité ci-dessus est vérifiée pour tout (u1,vq) et (ug, v2) appartenant a
D, défini par (19). Le résultat est également vérifié pour B défini comme
suit

1
p(u, v)

Blu.)(@) = ——exp{(1=a) ["oxu)dy—a [ 5oy},

Remarque 2 On peut rendre kg, suffisamment petit en augmentant g, .

Voici le résultat principal de ce paragraphe :
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Proposition 5 On suppose que X et Yy sont deux variables aléatoires de
lois symétriques, Bo(x) > kxP pour x > 1 et pour un certain p > 1 et ¢ est
concave sur R.y. Alors il eziste | tel que, pour tout f(x) = Bo(x) + ax avec
a > 1, la densité du couple (Xy,Y;), solution de (E), converge vers u(z)v(y)
quand t tend vers l’infini.

Avant de commencer la démonstration de cette proposition, voici quelques
remarques sur les fonctions qu’on sera amené a considérer. On pose

ri(t,x) = B[(1 - a)f(z — Xi) — ag(z — V)],
ro(t, x) = Blaf(z —Yy) — (1 - a)g(z — Xy)].
On note au passage que le systeme (E) est équivalent au systéme suivant:
X, =X+ B — fg r1(s, Xs)ds,
Y, =Yy + B, — J3ra(s, Ys)ds.

Comme X; et Y; sont de lois symétriques (voir la démonstration du Lemme
6), on obtient

Bl5(z - X)] = B3 + X)) = SEI3( - X)) + 8z + X)) = E[5(X)

ot B (y) = s(B(x—y) + B(x+y)). B étant convexe et impaire, on en déduit

que 3,(y) > B(z) pour tout z > 0. Ainsi
Ef(z — X;)] = B(z) = fo(z) + az = ax. (26)
De plus, par (2),
Ef(r - X;) = 6(y — Xo)] < clz —yl(1+ |2[" + [y").

[E[3(x — X})] est donc borné pour z fixé. En ce qui concerne le deuxieme
terme de 71, on raisonne de maniere identique et on trouve alors

1

Elp(x - V)] = E[6,(Y;)], ot ¢,(y) = 50z —y) + ol +y)).

Comme ¢ est une fonction lipschitzienne impaire,
1
Elp(z —Y,)] = JE[¢(z + Yi) — d(—z + ¥)].
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Ainsi E[¢(z — Y};)] est borné a z fixé :
Kz < Blp(s - Yi)] < K, (27)

et
Ell¢(z —Y;) — o(y — V)| < K|z — yl.

En reliant les propriétés de ¢ et de 3, i.e, (26) et (27), on déduit les inégalités
suivantes concernant r; (on peut obtenir sensiblement les mémes pour ry).

ri(t,x) > (1 —a)axr — Kax > vz, ou~y >0, (28)
car on a supposé que K < 1%@“04. Par ailleurs
it 2) =1y, )| < ez —yl(L+ [z]" + [y[").

On peut alors déterminer la limite supérieure et inférieure des coefficients
r; puisque ceux-ci sont bornés. On notera, pour ¢ = 1, 2,

7l - . i = i . >
Tto(x> ?;lt]i))rl(tv'r)u Eto(x) tlgtf(;rz(tv'r)u LU_O

Alors 7y (z) = =Ty (—z) et r} (x) = —r} (—x). On pose également

7(z) = inf 7} (z) = limsupr;(t, z),
to t

r'(z) = supry (z) = limtinf ri(t, x).
to
Alors 7(x) = —7'(—x) et r'(z) = —r'(—z). De plus, si z > v,
710 () = T4, (y) = v(z —y),  idem pour rj, (29)

m(x) =7 (y) > y(x —y), idem pour r'.

On introduit enfin

2|
u(z) = eXP—folxltl(y)dy ‘
Jr(exp— fo ' r!(y)dy)dx

u est défini de la méme maniere en remplacant r par 7 ; et T est défini en
remplacant r; par ro.
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Lemme 15 Soit f : R — IR, une fonction croissante paire a croissance
polynomiale sur Ry, alors il existe A > 0, C; > 0 et Cy > 0 tels que

—Cre M + / fy)va (y)dy < E[f(X,)] < / F)v (y)dy + Cae™",
R 0 R 0

pourt > 2ty. On définit v. par la formule (23). La méme relation est vraie
pour Yy, il suffit d’échanger ri et rs.

Preuve : La preuve de ce résultat est similaire a celle de Benachour-
Roynette-Vallois, Lemme 3.2, p.214, dans [5].
On associe a X deux diffusions X et X telles que

~ t
Xy = X4y + By — By, — /t in(Xs)d& t > to,
0

—~ t —
X, = X, + B, — By, — /t L (XJ)ds, t>to.
0

Comme les fonctions 7' et r! sont paires localement lipschitziennes, on peut
appliquer le principe de comparaison (Proposition 4), on obtient ainsi

E[f(Xy)] < E[f(X,)] < E[f(X;)], pour t>t,

pour f une fonction paire et croissante. Comme, d’apres I’hypothese de la
Proposition 5, f(x) > kx” pour x > 1, et grace a (25), on peut appliquer
le Corollaire 1 qui utilise I'ultracontractivité du semi-groupe associé a la
diffusion X®, on en conclut qu’il existe des constantes ¢, ¢ et X telles que,
pour t > 2t,

cRye ) 4 [ flyus ()dy < BLF(X))

(X)) < [ F@)wy, )y + kpe ),

ol E} = /]Rf2(y)yft10 (y)dy. 11 ne reste plus qu’a montrer que E} est fini.
Pour cela, on prend c; et ¢ deux fonctions vérifiant : ¢; est paire lipschitz,
liminf, C;(f) > 0 pour un certain p > 1, ¢;(z) — ¢;(y) > k(z — y) avec
k> 0et x>y etde plus sgn(x)(ci(x) — ca(x)) > 0 pour tout x € IR*. On
se donne U, (t) et Us(t) deux diffusions associées aux termes de drift ¢; et ¢y
alors

ELf(U1(1)] < ELf(U2(1))].
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En prenant la limite quand ¢ tend vers 'infini, on obtient

[ Foraitr< [ Sty

Grace a (29), on déduit pour f a croissance polynomiale,

By = [ P, dy < k5= [ P, @)y

< /]Rf2 Y)se(y)dy < o0,

ou v est défini dans I’équation (28). QED
Preuve de la Proposition 5 : 1) On vérifie d’abord que r! = 7! et
que r* = 72, en d’autres termes que 71(t,x) et ry(t,z) convergent quand
t — oo. On utilise le résultat du lemme précédent, avec f = ;. Comme
E[G(z — X;)] = IE[5.(X})], en prenant la limite supérieure et inférieure, on
obtient

limint [ B (y)vs (y)dy < liminf E[3(z — X,)]

< limsup E[f(z — Xy)] < lim sup ﬁx( v (y)dy.
t 0
Comme 7'(x) = inf,, 7 () > 0, on a Jim / By y)dy = [ xu(x),
0—00

ainsi
Bxu(r) < limtinf]E[/B(a: — X)) <limsup E[f(z — X})] < B *u(z).
t
On remarque que la méme égalité est vraie pour Y; en remplacant v par v.

¢ étant concave sur IR, , —¢, est une fonction croissante et donc par un
raisonnement identique a celui que I'on vient d’effectuer

—pxT < limtinf]E[—gb(a: —Y,)] <limsup[E[—¢(x — Y;)] < —¢ * 0.

En combinant les deux résultats, on trouve

T (z) < (1—a)f*xu(x) — ap * v(z),

ri(z) > (1 —a)B *u(z) — ap * v(x).
En utilisant le Lemme 12 et le principe de comparaison décrit dans la preuve
précédente, on sait qu’il existe ko €]0, 1/2[ tel que

(30)

Np(T —u) < Np(A(u, v) — AT, ) < ko(Ny(T = w) + Np(v - v)).
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Par ailleurs, par un calcul similaire, il existe ky €]0,1/2], tel que
Ny(@ — ) < Ny(B(u, ) — B(E,7)) < ka(Ny(@ — ) + Ny(F — ).

On en déduit alors que r' =7 = rf et que u = U = u*, v = U = v*, en
faisant la somme des deux inégalités précédentes. Puis par la formule (30),
on trouve

ri(z) = (1—a)f*xu(x) —ap x v*(x)
ry(z) = af xv*(z) — (1 —a)d * u*(x).

Et donc (u*,v*) est I'unique solution du systeme (11) notée (u,v). Ceci
implique, par convergence dominée, que

Jim BIf(X)] = [ f@u(z)d, et Jim BIf(0)] = [ fa)v(@)de

ou f : IR — IR est paire, croissante sur IR, et a croissance exponentielle.
Enfin, comme X; et Y; sont indépendants, la loi de (X, Y;) converge vers
(u(x)dx,v(x)dx). En particulier,

lim P(X] > 0) = [ Tyzau(y)dy.
Comme la distribution de X; est symétrique, on a

P(|X,| > a) = 2P(X, > a) = 2(1 — P(X, < a)).

On en déduit que, pour tout a € IR, tlim P(X; <a)= / u(y)dy.

X, converge donc bien en loi vers u(z)dz. Le méme raisonnement est valable
pour Y. QED

1.5. Différence entre les lois u.(x)dx et vi(x)dx

En considérant le systéme (E), on remarque que, quand a = 1/2, les deux
équations apparaissant dans le systeme sont identiques. Ainsi, X; et Y; ont
la méme loi, pour tout ¢ > 0 (si Xy et Y ont la méme loi). Par contre,
lorsque a # 1/2, les lois de X; et de Y; sont vraiment différentes, pour ¢ > 0.
Dans un premier temps, on montrera que les densités des lois stationnaires
(u et v) sont différentes en étudiant I'équivalent de In% au voisinage de
I'infini. Dans un second temps, on cherchera a quelle vitesse les lois de X,
et Y, se séparent au voisinage de 1'origine, lorsque Xy et Yy ont la méme loi.
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On rappelle que u(z)dx et v(x)dx désignent les lois stationnaires du systeme
(E), et donc que (u(z),v(x)) vérifie I'équation (11), ou [ et ¢ vérifient les
hypotheses de la section préliminaire et (1.33) avec By(x) > kx” pour z > 1,
ouk>0et p>1.

Proposition 6 Au voisinage de +o00 et —o0, on a

u(x) g
1“@ ~ (2a — 1)/0 Bly)dy.

Pour démontrer cette proposition, on a besoin du résultat suivant :

Lemme 16 Soit 5 une fonction croissante paire, a croissance polynomiale.
Au voisinage de 00, on a alors

[ 8@ = uw)dy~ B@) et [ Bl —yp@)dy~sa).  (61)

Preuve du lemme: Pour montrer la premiere partie de (31) (la preuve de
la seconde partie est similaire), on décompose le produit de convolution en
trois intégrales.

i) La premiere est

LR = [ - yul)dy, on R>0

Comme ( est une fonction croissante, on a, pour x > R,

R R

uly)dy < L(R) < Ao+ R) [ uly)dy.

-R

Ba—r) |

-R

Puisque u est une densité de probabilité a décroissance exponentielle au
voisinage de l'infini, quelque soit € > 0, on peut choisir R, assez grand tel
que, pour tout R > Ry, [7° B(y)u(y)dy < e. On en déduit alors que

R
/ u(y)dy >1—2¢, pour R > Ry.
-R

Par ailleurs, on sait que

w0 B(x)



Ainsi on peut choisir x( assez grand tel que, pour tout x > xy, on ait
L(R)
B(x)

(1—e)(1—2¢) < < (14¢)(1—2e).

ii) La seconde intégrale est

B(R) = [ B~ y)uly)dy.

R

Or, pour R > Ry, on a
LB < [ 15 - ey < / T max(B(2), Bw)ulv)dy
< [B(x) /R+ dy+/ y)dy < (B(x) + 1)e.

iii) La troisieme intégrale est

Or, pour R > Ry, on a

|I3(R \</ (x — y)|u(y dy</ y)|u(z + y)dy.

Comme u est décroissante au voisinage de 'infini, pour x assez grand, on a
|I3(R)| < / y)dy < e.

En combinant les trois intégrales ont obtient (31) au voisinage de +oo et,
par parité de /3, (31) au voisinage de —oo. QED
Preuve de la Proposition 6 : La preuve est évidente. On utilise le Lemme
précédent pour obtenir des équivalents dans les formules (12) et (13). On
utilise alors le fait que Gy(x) > kx? pour x > 1, avec p > 0, et que ¢ est une
fonction bornée. QED
On s’intéresse maintenant a la séparation des lois de X; et Y; pour ¢t au
voisinage de l'origine. Pour cela, on introduit la distance de Wasserstein :

V) = inf// 2z — y|dn(z, y),

ol l'infimum est pris sur toutes les probabilités 7 sur IR x IR ayant pour
marginales y et v (de premier moment fini).
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Proposition 7 Soit w(x)dx la loi de X et celle de Yy, avec w une fonction
paire positive telle que [ 220V w(x)dz < oo (r étant défini dans la section
préliminaire), et soient uy(x)dx la loi de X, vi(z)dx la loi de Yy, alors

lirtn iglf W(ut(a:)d:tt, vy(x)dx)

> (20—1) [ [(6+8) % ul(@)w(z)da.
Preuve : On définit tout d’abord la semi-norme suivante :

1fllzip =inf{n >0 t.a. ¥(z,y) € R’ |f(z)— fy)|<nle—yl}

D’apres le Théoreme de Rubinstein-Kantorovitch (voir, par exemple, [7]
p.20), on sait que W (u,v) = sup [[ gdu — [ gdv], ol le suprémum est pris
sur toutes les fonctions g telles que ||g|/Lip < 1. Ainsi

W (uy(z)dz, v (x)dr) = sup  TE[g(X;) — g(Vi)], (32)

g : llgllLip<1

ou (X, Y;) est la solution du systeme (E) (cette solution existe puisque
2 2

EX;" V] = E[Y7""Y"] < oo : voir Théoréme 1). Or, d’apres (4) et la

formule d’It6, pour g a dérivées premiere et seconde continues et bornées,

on a

Blo(X)] = Blg(Xo)] +a [ Bly'(X,)(6v)(X,))ds

(1= a) [ Bl () (B ) (X Nds + [l (X.))ds.

Blov)] = Elg()]+a [ Bl ()@ u,)(v:))ds
(- a) [ Bl )85 ) ())ds + 5 [ Bl (Vs

On en déduit donc, par continuité en ¢,

d

S Elo(Xe) = g(¥))(0) = (2a 1) /IRQ’($)((¢ +0) x w)(z)w(z)dr.

On applique alors cette formule a une suite de fonctions (g,, n > 1)
régulieres paires a dérivées premiere et seconde bornées, croissantes sur R,
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telles que g),(x) =1 pour x > 1/n et ||gn||Lip < 1. Comme a > 1/2 et grace
a la parité de g,, ¢ et 3, on obtient

d

FE,(X) ~ 0,00/ > Qa=1) [ |6+ 8) » vl(@)u(x)da.

En utilisant (32), on obtient

lim inf W (uy(z)dr, v (r)dz)

t—0 t

>(2a-1) [ |0+ )+ wl(@w(@)de.

lz|>1/n
En faisant tendre n vers l'infini, on obtient le résultat énoncé. QED

2. ETUDE DU SYSTEME (F) ET PROPAGATION DU
CHAOS

Dans cette partie, nous étudions le systeme a N, + M, particules (F), cha-
cune vérifiant une équation différentielle stochastique dans laquelle inter-
vient la position des autres particules du systeme. L’ensemble des partic-
ules peut étre divisé en deux sous-ensembles : les particules de méme nature
ont tendance a s’attirer et les particules de nature différente a se repousser.
Dans un premier temps nous allons démontrer 'existence et 'unicité d’une
solution au systeme (F), puis nous montrerons qu’il y a propagation du
chaos : c’est-a-dire que si nous considérons un nombre fini de particules du
systeme (F) et que le nombre de particules du systeme tend vers Uinfini, les
particules considérées seront asymptotiquement indépendantes et vérifieront
une E.D.S. non linéaire. Enfin dans un dernier temps, nous étudierons une
inégalité de concentration de la loi des particules autour de leur moyenne.

2.1. Existence et unicité des solutions pour (F)

Soient (N, )new €t (M, )new deux suites croissantes tendant vers l'infini. On
suppose que

lim —" 14 12<a<1

N N, + M, a =a :
On considere le systeme (F) composé de N,, + M, équations (cf. Intro-
duction). Les hypotheses sur ¢ et 3 sont celles exprimées dans la section
préliminaire de la premiere partie. On suppose de plus que (3, > %“K :
Dans toutes les démonstrations qui suivent, IN,, n’apparaitra pas
en exposant a coté de X ni M,, a c6té de Y dans le but d’alléger
les notations.
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Proposition 8 Le systeme (F) admet une unique solution forte.

Preuve : Soit 3, la fonction définie par

B(p) siz>p,
Bp(x) =4 B(—p) siz < —p,
B(x) st —p<az<p

On considere un nouveau systeme en remplacant 3 par 3,. Le terme de
dérive est alors borné et lipschitzien, ainsi le systeme a une unique solution
forte. Soit

T,=inf{t>0: Fic N*tq |X/|>p oulY|>p}
On veut montrer alors que sup7, = oo. En utilisant la formule d’'Ito, on

Np, M, .
obtient que » (X;)*+ ) (Y/)? est égal &
i=

i=1
Ny, ] My, ) + Nn ' + My o
S0P+ ()2 [ Yo xiaB 2 [ Y vidB,
i=1 j=1 U 0 =1
2 N, t . Nn ) ) My, ) '
b > [ X[ B - XD+ Y (X - YD) | d
Nn“—Mn; o ° ]Z::lﬁ( s ’) ]Z::lqb( s YY) | ds
2 My, t ) My, ' ' N, ' ‘
e [ Y =0 Y+ Yoy - XD | d
Nn+Mn; 0 ;6( ) ]z::lﬁb( )| ds
+(N,, + M)t
Nn . Mn . t Nn . t Mn . -
=X+ (W2 [ S XidB+2 [ > vidB,
i=1 5 j=1 ) 0 ;=1 it
LAy | =i = XDB(X = Xi)ds
N, + M, 1<i<;’<Nn 0
2 t . . . _
T ==y = v2yas
Nn + Mn 1<i§<Mn 0
2 to . . .
Y (X = Yi)o(xi - viyds
No + My 1Si§an,:1§j§Mn 0
+(N, + M)t

En prenant 'espérance et en utilisant la bornitude de ¢, puis I'inégalité
sgn(x)f(z) > 0 impliquant

Yoo (2 —a7)B(a’ —a?) >0,

1<i<j<Nnp
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on obtient

M,
Z(Yzjﬁzﬂ{mt}}

=1
M,

> (V)

7j=1
M,
> ()

J=1

N”L .
E lZ(X%p)zﬂ{Tp<t}] +E

1=1
Nn

Z(X%,,M)ﬂ +IE

1=1

<E

<[y + 8

i=1

Nn My,

+72 A o) o XY+ Y | ds + (N, + M,)E[T,
M SOX+ S Y L+ M, At
Nn Mn /0 <i:1 | s| — | s |> S ( ) [ p ]

Nrn

Z(Xéﬂ +E

i=1

S (19)?

Jj=1

<IE + (2Map + N, + M,,)t.

Or, comme

My,

> (Y7, Lz, <s)

=1

Nn
E lZ(X’T,,)Q]I{TN}] +1IE

i=1

on obtient

IP(T, <t) < ]% {IE [%(Xé)ﬂ +IE

S ()2

J=1

2 Myt
p?

+Nn+Mn}+

On en déduit donc que lim, . P(7, <t) =0. QED
2.2 Propagation du chaos pour un systéme infini de particules

2.2.1 Convergence en loi

Le principal résultat concernant ce systeme d’équations est la propagation
du chaos, c’est-a-dire que, pour tout (k,r) € IN?,

(XN X2 XN v MY MR converge en loi, quand n tend vers
I'infini, vers ®F_,pu ®7_, v ot p est la loi de X, et v la loi de Y;, (X,,Y})
étant la solution du systeme (E). Ce résultat est la conséquence du théoreme
suivant (voir [12]) :

Théoreme 4 On suppose que Xy et Yy ont des lois symétriques et que
2 2
E[XS(TH) | < o0 et IE[Yoz(TH) | < o0, alors, pour tout T' < oo,

lim IE | sup |XZ’N"—7i|2 =0 et lim IE | sup |Yti’M"—71|2 =0,
N0 te[0,T) o te[0,T)
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ot (Xt, Y, ) est la solution du systéme (4) dirigé par les mouvement Brown-
iens Bl et B!

La démonstration de ce théoreme necessite plusieurs résultats préliminaires.

Proposition 9 On suppose que IB[X"] < co avec p € N, il existe alors
une constante c, dépendant de p et T, telle que

sup IE (%(XZ’N”)z)p_ <c(p,T),

0<t<T i=1
et _ -
M. P
s B | (L07) | < ol
0<t<T i=1
No
Preuve : Par la formule d’Ito, > (X[)**? est égal a
i=1
Np ' t [ Nn ' Np, _6(Xz _Xj)
X My 20p+ 1) [ S (S
S0 M) [ Yo (S ey

+Zw>>ds+(p+1)(2p+1 /t% Xy ds,

ou M, est une martingale locale continue. Or

Y. @)PHBE - = 3 (@) - (@)PTB@E - a7) > 0.

1<i,j<Nn 1<i<j<Nnp

Par ailleurs, grace a 'inégalité de Holder et a la bornitude de ¢, il existe
une constante M > 0 telle que

S i : No s
E [Z(Xf)zp“de ~-Yp) ] < ME lZ(X;)%H] ,
=1 i—1

On pose ¥,(t) = B[N (X7)?]. Alors, d’apres les dernicres inégalités, on
obtient que 1 vérifie

Upirlt) < Gpa(0) + MU0 1 (4 1)(2p+ 1) [ ()
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Comme y(t) = N, on obtient facilement, par récurence,

N7L . p
up I [(zm%) < olp.7),
0<t<T =
lorsque IE[| X,|*] < oc. QED

Proposition 10 Soit (X}, Y}) la solution du systéme (F).
Alors, pour T < oo,

lim sup E[(X;™" —X)? =0 et lim sup E[(Y;"" —Y)?} =0.

=90 tel0,T] 0 4el0,T)

Preuve : D’apres la formule d’Ito, IE[(X] — X7)?] est égal a

t 1 My, ) o ' -
2]E _— XZ —_ Yk _ X'l XZ _ Xz
/0 <Nn + M, kz::l H(X; —Y57) — abs(s, s)> (Xg— Xo)ds -
t 1 Nn ' _ - ' N
—2]E _— XZ _ XJ _ XZ Xz o XZ ‘
/0 (Nn + Mn ng/@( B 8) abl(s’ S)> ( s S)d‘s

On définit

bi(t,z) = E[f(z — X})], ba(t,z) = E[B(z — Y}")],
b3(t,$) = IE[(b(LL’ - Y;fl)]v b4(t,$) = E[¢($ - Xt1>]'

i) On calcule d’abord le deuxieme terme de 1’égalité ci-dessus, lequel est
égal a (1); + (2); ou
t Nn

= 5 B ) S0 = X0) = (s, KD)(XE - K.

t
@)= =28 [ (5 — (1~ @) (s, X)X - K.
On cherche d’abord a estimer (1); :
W = B [ Y60 - X - B - X)) (X - XD)ds
7 Nn _'_Mn 0 = S S S S S S
B[ SS(A(XE — X2) = ba(s, X)X — X')ds
TR PRCESEEE X)X - X]

2 t Np, t Nn

2
- _7]13/ W ($Vds — 7]]3/ @) (Vds.
Nn T Mn 0 j;lpz,j (3) S Nn i Mn 0 jglpz,g (S> S
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La définition de pE}} (t) et celle de pg? (t) sont implicites dans le calcul
précédent. Or, on a la propriété suivante :

> o= Y P,

1<i,j<Nn 1<i<j<Nnp

olt pP) () = pg}])(t) + pt(t). Comme 3 est impaire,

pi () = (B(X] = XJ) = B(XE = X{))(X] - XL — (X - X)).

S S

)
Six—y > a2 —y (respectivement v —y < 2’ —¢/), alors z — 2’ >y — ¢/
(resp. x —a’ <y —y') et donc [(x —y) — (2' =y )][B(z —2) = By —y)] = 0
Par conséquent p,(f)’j)(s) >0et X< j<n, p,(}j)(s) > 0.

D’autre part, par I'inégalité de Schwartz :

< {E[(X: - X0)%)6i(s)}'?,

0i(s) = IE {il(ﬂ(Xi — X]) = bu(s, Xﬁ))}

En développant la somme dans 6, on obtient

Nn
Oi(s) =2 &a(s)+2 > &uls)
j=1 1<j<k<Ny
ot §k(s) = B{(B(X; — XI) — bi(s, X)) (BXT — XJ) — bu(s, X))}

e 1)Sij#k,alors X!, XJ et X sont trois copies indépendantes de X!
et comme [ est impaire, on obtient ;x(s) = 0 pour j # k.

e 2)Sij=kalors & = E[(B(X! — X7) — by(s, X?))?. Comme |3(z)| <
C(1 + |x|??) pour 2q > r + 1, en utilisant la Proposition 2, on obtient
une borne uniforme sur [0, 77 : il existe une constante C; > 0 telle que

Par ailleurs, en utilisant la symétrie IE[(X! — X!)?] = E[(X! — X1)?], on
trouve alors une inégalité pour (1); :
Nn 3/2 t
N
Z(l)z < 01771
N, + M, Jo

i=1

E[(x! — X1)°)Vds. (34)
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Que se passe-t’il pour (2); ?

t
0

Il existe donc une constante Cs, telle que

—(1—a)

— bi|lrIE[(1 + | X)X — XI].
T 0211+ X511 = X

N,

S T

(1 -a)| [BIX - X2 (35)

ii) On revient maintenant au premier terme de la formule (33) :

1 ,
2]E/ <N i kzl¢ (X1 — YFY — aby(s, XZ)> (X! — Xi)ds = a; + b; + ¢;
ol

2 t My,

-2 X YR (X — X)d

az Nn‘l‘M 0 kzl ¢( S s))( S S) S’

b 2 5 X YR (X - XY

P = m Okzl — o s (X — X[)ds,
2M,, ¢ TN vi v

c; = <m — 2CL> EA bg(S,XS)(XS XS)dS.

On majore successivement toutes ces quantités :

2M, P
i<7"K]E/ Xi— X1)2ds,
a_Mn+Nn 0( s ) ds

et

2 i iy V2
b o S [t - v - ) e

n k=1

car ¢ est lipschitzienne de parametre K > 0. Enfin, par l'inégalité de
Cauchy-Schwartz, on a

—a

t ) _ .
L - X0y 2as,
0

ou la constante Cs vaut 2M.
On regroupe toutes les inégalités obtenues concernant (34), (35), a;, b; et ¢;.
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»+ M, Jo
M, t -
+2KNn n Mn/o w(s)w(s)ds,
ou
N, N, N,
AN M) = 3+ o | 5 — (1= )|+ G 37 —a’

tend vers 0 quand n — oo. On obtient la méme équation pour w en
2 2

échangeant N, et M,, a et 1 —a. Comme xy < % pour tout x et y

dans IR, on a

w(t) < a(N,, M,) /Ot\/w(s) +w(s)ds+3Kﬁ /0 “w(s) + w(s)ds,

w(t) < d'(Ny, My,) /0 " Jw(s) +w(s)d8+3Kﬁ /0 "w(s) + w(s)ds.

En faisant la somme de ces deux expressions et en appliquant le Lemme 2,
on trouve

(w 4 U_})(t) S {a(NTH Mn) _g;é/(Nn + Mn) (€3Kt _ 1)} .

Ainsi, on en déduit lim sup w(t) =0 et lim sup w(t)=0. QED
N0 ¢el0,T) =90 tel0,T]

Remarque 3 Si, a partir d’un certain rang, ]\]\/f[—z est constant, alors les cal-
culs se simplifient dans la démonstration précédente et, de plus, il existe des
constantes Cy > 0 et C5 > 0 telles que

sup B[(XAY — X2 < <2 et sup B[ — Vi) < 2
t€[0,T] N, te[0,T] M,

Voici un deuxieme résultat de convergence :
Proposition 11 Pour T < oo, i € IN¥,
lim sup B[(X;"™ — X)) =0, et lim sup E[(Y;"" - Y =0.

=0 0,7 % ¢e0,T]
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Preuve : Par la formule d’Tto, IE[(X} — X})4] est égal &
1 [ (g 35 008 - Y — abls X)) (X2 - X
0 \ N+ M, 5
4Ef(—L—%m&—w%ﬂe@mmmy&—&ms
o \ Np+ M,

j=1
= + bz + C;

t 1 My, . . S
a; = 4]E/0 (m Z (b(X; - Ysk) - abg(S,X;)> (X; — X;)3d87

k=1
4 t Mn i j oi T i i3
b — _mm/o ;(ﬁ(XS—XS) — B(X: = X]))(X! - XI)’ds,
¢ = —4 (L -(1- a)> /tIE[bl(s,Xi)(X" — X;)%Jds.
N, + M, 0 v

Comme ¢ est bornée par My, on trouve

M, b
a < 4M, (m—l—a)/o E[X — X[*ds
M,

t . _ . . _ .
< 4M, (m—l—a)/o {BIxI - XIPEX] - X'} ds

N2, -
= 4(1+“)M¢{ sup 1E|X2—X2|2} | AL - X[} s,
0

s€[0,T

Par un raisonnement similaire a celui utilisé dans la preuve précédente pour
majorer (1);, on obtient

Enfin, comme ]E[_ng] < 00, on a, par la Proposition 2 et la condition (3),
SUP¢e(o,7] IE[by (2, Xt1)4] < 00, et ainsi

t _ ) _ .
b (s, XX - X0
0

N,
< — (1 -
N,

Cs N, + M,

—(1-a)

t ) _ .
I - X s
0

3/4
—(1—a) { sup ]E|X§—X§|4} :

s€[0,T

N,
< O7T|—2
< Ol |5p
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Si on pose & = {sup,cp 7 E|X] — XI|[*}1, ¢ satisfait & I'inégalité

1/2
€2 < CsT —(1—a) £+C7{ sup IE\Xi—Xé'IQ} :

s€[0,T

N, + M,

Comme d’apres la proposition précédente {sup,eor E[X? — XI*}/2 — 0
alors & — 0, ce qui termine la démonstration. QED

Remarque 4 Si, a partir d’un certain rang, % est constant, alors la
1

démonstration se simplifie et il existe une constante Cg > 0 telle que

, _. C. . _ C;
sup I[IXIN — XU < == et sup B[V — VI < =
s€[0,T] Nn  sepo,) n

Preuve du Théoréme 4 : Par la formule d’Ito, (X! — X?)? est égal a

t 1 n ; i i i
2 [ (o, B o0 = i, ) (6= Xas 0
t 1 Nnp, ; y = i i
—2/0 (m;ﬁ()(s - Xs) - (1 - Cl)bl(S, Xs)) (Xs - Xs)ds (37)

En prenant les valeurs absolues, le supremum sur [0, 7] et Iespérance, on
obtient les mémes majorations pour (36) que celles effectuées dans la Propo-
sition 10, ainsi

2 [ (g 25 00— V) — o, X ) - X
2M, T o

< v o KE /0 (XT — X1)2ds
2K Mmoo _ -

S n b O AR CARR RN (B SR BRI

M. T ) _

O s g

+Cu| 2 — | [ (o - P
2M,,

< """ K sup E[|X'— X']?
SN L @%Hs o7

o1



9K 1/2
+—"{ sup E[Y! Y] sup]EXsi—X§2}
N, + M, {sE[O,T] ! | ]se[o,T} ! i

VI, M, o)
+C + ’ —a sup E[|X; — X} :
H (Nn“—Mn Nn+Mn SE[O%] H | ]

D’apres la Proposition 10, cette somme tend vers 0 quand n tend vers I'infini.

Plus précisément, si % est constant a partir d'un certain rang, alors il existe

une constante Cjq > 0 telle que

2/T #%gs(xi—y’f)— by(s, X)) (X7 — X)ds < 12
0 Nn+Mnk:1 s s aoz(S, Ag s s S_Nn.

En ce qui concerne le deuxiéme terme, c’est-a-dire (37), on trouve une ma-
joration par a; + b;, ou

= 2 (I ) s
avec
piy(s) = [B(XL = XJ) = B(X] = XD)(XL - XD),
pi () = [B(X: = XI) = bi(s, XD](XL - X2),
et N | B 1/2
b= | g — -l { sup i - x|

Il est évident que, d’apres la Proposition 10, b; tend vers 0 quand n — oo et

ui plus est, ce terme est nul si 22 est constant & partir d’un certain rang.
) My,

On cherche maintenant a majorer a;.
Nn,

Comme on a déja vu précédemment, IE (Z | pg)(s)|) est majoré par
j=1

1/2 . _ . 1/2
{ii0x: - 80} < Cuy/ | sup il )

s€[0,T
D’ou
2 T Jn (2) 2T014 N, . . 1/2
—— | E 7 (s)] | ds < ———"{ sup E[|X! - X!|? :
Ty (EMAN <N L - X
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Le second membre converge vers 0 quand n — oo et si % est constant a
n

partir d’un certain rang, alors il est majoré par une constante multipliée par

NL. Par ailleurs
n

E[|o) (s)]] < {E[(X! — XPJE(BX: - v7) - B(X: - v}
< {E|(x: - xi)2)}"”
x {I[(XE — X4+ X — X9 e + |XE - XJ)r+ X1 - xi))
En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwartz
El|o) ()] < {sup,or E[ X - X1}
<E[(X! — Xi + Xi — X3)TAE[(c + | X1 — XI|7 + | Xi = X2]7)1)/4
< Cis {sup,ciom ENIXE — X2} {sup,com BIIXE - Xi1}

Ce dernier terme tend également vers 0 quand n — oo, d’apres les Proposi-

tions 10 et 11, et si 3 est constant a partir d'un certain rang, alors
2Nn T 1) Cie
—_ El|p; ds < )
Ny Bl els < <
On en déduit donc le résultat du théoreme. QED

Remarque 5 Si N” est constant a partir d’un certain rang, alors il existe
une constante L > 0 dépendant de T, telle que

L
3/4°

E | sup [X2™ — X{J?

s€[0,T

et IE l sup [V — Y2

- N s€[0,T]

2.2.1. Inégalité de concentration

Dans cette section, on cherche a décrire la répartition des particules, so-
lutions du systeme (F) autour de leur moyenne mais aussi autour de la
moyenne de (Xi,Y:). Toute cette étude se fait a temps fixé ¢ > 0. On
utilisera essentiellement des propriétés liées aux inégalités de Sobolev loga-
rithmiques détaillées dans [9] et dans le livre [1].

On supposera pour la suite que [ et ¢ sont des fonctions appartenant a
I'ensemble C' et on notera (X7, Y;") la solution du systeme a N, + M,
équations (F). Pour une fonction définie dans IR, on définit la norme

1£llip = mf{M > 0; Va,y € RY, |f(2) = f(y)| < Mz —y]}.

On a alors I'inégalité de concentration suivante :
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Proposition 12 Pour tout T > 0 et t € [0,T], et pour F, : RN R
lipschitzienne vérifiant ||F,||Lip, < 1, on a, Vn € IN, Vr >0,
2

.
P(|F (X, VM) = B[R, (X, V)] > r) < 2exp —

0 Cr = (H1V1=T — 1)/ ¢/

En particulier, si on prend la fonction

ou f est une fonction lipschitzienne telle que || f|lLi, < 1, alors || Fy||Lip <
1/v/N,, et donc, en appliquant la proposition, on obtient, pour ¢ € [0, 7],

P Lgif(Xi)—]E[f(Xl)] >r) <2ex A 7»2 Vr >0 (39)
N, = t t)l = > p ACT = U

On obtient exactement la méme inégalité pour Y en remplacant N,, par M,.
Preuve : Soit (X7, Y;!*) la solution du systeme & N, 4+ M, équations (F).
Ce processus de Markov continu a alors pour générateur infinitésimal

n__ - a Np~+Mpy,
L—2282+Zbai,x€]R ,

i=1

avec
Nn+Mn
Zﬁxz Z ¢ '_xk
N +M = N +Mnk Np+1
pour 1§z§Nn,
bi(x) =
B(x; — xp) ¢ i — ),
N—i—]\Jnk]\,Jrl N—l—Mnk1
pour N,+1<1:<N,+ M,.

D’apres le Théoreme de Herbst (voir par exemple [1] p.74), I'inégalité de
concentration de constante Cr = 2(1 — e ?7)/p est une conséquence de
I'inégalité de Sobolev logarithmique satisfaite par le semi-groupe associé au
générateur L". Il suffit donc de vérifier le critere de Bakry-Emery (voir
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[2]), c’est-a-dire, pour tout f € Ci(IRN M) To(f) > pI'(f, ), o I est
l'opérateur ” carré du champ”, I'(f, g) = %[L"(fg)—gL”f—fL”g], et Dy(f) =
SL"T(f, f)—2D(f, L™ f)]. Or pour démontrer ce critere, il suffit de montrer
que le spectre du tenseur de courbure de Ricci associé au générateur L™
est minoré par p (voir, par exemple [1], p.60). Ici, le tenseur de Ricci
(Rij)i< ij<nntn, est défini par

10b; Ob; ob;
Ri':__ - ! ) . .a tRZZ:_ Z'
7 2 [a.ﬁ% * 8IZ] ’ 7& Ji € ’ 83:@
En faisant les calculs, on obtient :
sil<i,j<Nyeti#jouN,+1<i,j5<N,+ M,eti+#j, alors

o
N, + M,

sil<i<N,et Ny+1<j<N,+M,oul<j<Nyet Ny +1<:<
N,, + M, alors

R j(x) = — B (i — ),

Ri(o) = 5y ¢/ = ),
si 1 <i<N,, alors
1 1 Ny M,
Rt = g B0~ g )
enfinsi N, +1 <i < N, + M, alors
1 N+ My
Rale) =g +Mnk%:+lﬁ = =W +Mnkzl¢ T = )

En appliquant le Théoreme de Gershgorhin-Haddamard (voir, par exemple,
[10], p. 146), on sait que le spectre de R est inclus dans la réunion des
boules euclidiennes

Np+Mny,
spectre(R) C U B | Rii, Y |Ril
J#i
Ainsi, toute valeur propre est minorée par

p'(0)

———— = 2||¢[|oc = —2|¢'|| c0-
T~ 29 = =204
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Ceci termine la preuve en prenant p = —2||¢/[|o et donc Cp = (e1'l=T —

D/11¢/]|oo- QED
En particulier, si N, /(N, + M,,) est constant a partir d'un certain rang
(pour n > ny), alors on obtient le résultat suivant

Corollaire 2 I existe une constante Kr > 0 telle que, pour toute fonction

lipschitzienne vérifiant || f||Li, < 1, on a
KT NnT2
> \ = | <2exp—

pour tout r > 0. Cp est donnée par (38) et Kt est la constante apparaissant
dans la Remarque 3, uy(x)dx est la loi de X} défini dans le Théoréme 4. De
meéme,

P (|3 107 = [ flaputupdy] = v+ [ BL) < 2exp 2
tSJQ Mn t R y)u\y)ay| = Mn = p 4CT’

1=1

supt (| 532 10 = [ foutnay

t<T n =1

ot vy(z)dz est la loi de Y} .

Preuve : La preuve de ce résultat est simple : il suffit d’appliquer I'inégalité
triangulaire

1 Mo

3 D) < B + (B0 - [ o)t

n =1

Or, comme f est lipschitzienne de norme inférieure a 1, grace a la Remarque
3 et a l'inégalité de Cauchy-Schwartz, le second membre de ’expression ci-
dessus est majoré par

i i K
(B[ — X)) 2 < |5

Pour terminer la preuve, il suffit alors d’appliquer (39). La preuve pour Y
est identique a celle pour X. QED
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